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ATTENZIONE!
I compiti utilizzati per la prova erano leggermente diversi tra di loro.
In questo documento vengono presentati gli esercizi e le relative soluzioni per
una sola tipologia di compito.
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ESERCIZIO 1
Si consideri il sistema dinamico lineare a tempo continuo descritto dalle seguenti equazioni:

() = %,(1) + 2%,(1)
X,(t) = 2a%,(t) +ax,(t) +10u(t)

y(0) = x,(1)

dove a & un parametro redle.

1.1) Direseci sono valori di a per cui non esistono stati di equilibrio in corrispondenzadi u(t) =u? O.

1.2) Determinare a in modo che il guadagno statico del sistema sia uguale a 100.

1.3) Discutere per quali valori di a il sistema possiede solo modi puramente esponenziali.

1.4) Discutere per quali valori di a il sistema é asintoticamente stabile.

1.5) Dopo aver precisato cosa s intende per stabilitaesterna (o BIBO) di un sistema, si dicaseil sistemain
esamecon a = -7 é stabile esternamente.
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ESERCIZIO 2
Si consideri il sistema descritto dallo schemaa blocchi di Fig. 1.

u(t) + z(t) y(0)
—»0 » H(s) >
w(t)
M(s) ¢—
+ £ Fig. 1
+

2.1) Determinare |’ espressione dellafunzione di trasferimento tral’ingresso u e I’ uscitay.

2.2) Determinare |’ espressione della funzione di trasferimento tral’ingresso u e I’ uscita w.

2.3) Supponendo che sia H(s)=i e M(s)=i, valutare se il sistema complessivo €&
S+6 s+8

asintoticamente stabile.
2.4) Ancoracon gli stessi valori di H(s) e M(s), scrivere una possibile rappresentazione di stato del sistema.

2.5) Sempre con gli stessi valori di H(s) e M(s), calcolarei valori di equilibrio delle variabili z, y, w, quando
I’ingresso u e costante e uguale a 1.
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ESERCIZIO 3
Si consideri il seguente sistema dinamico atempo discreto:

=Fx +Gu €0 Ou é3u
X1 K K F=a Y G=é 4. H:[Z 1]
Y = HX, & 0f &

3.1) Calcolarelo stato di equilibrio eI’ uscita di equilibrio corrispondentia U =1.

3.2) Cacolare lafunzione di trasferimento del sistema.

3.3) Disegnare nel piano complesso la posizione dei poli e degli zeri del sistema.

3.4) Calcolare larisposta del sistema ad un impulso unitario (a partire da stato iniziale null o).

3.5) Dire come si modificherebbe la risposta calcolata al punto precedente se lo stato iniziale fosse
é& 20

%=e 0
elg
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ESERCIZIO 4
4.1) Si scrivano le equazioni corrispondenti a sistema dinamico descritto dal seguente comando Matlab:

» sistema=ss(1,2,3,4);

4.2) Si scrivano le equazioni corrispondenti al sistema dinamico descritto dal seguente schema Simulink:

m untitled * _ ol x]

File Edit Yiew §imu|atinn|Fnrma’g Tools

DcEa|ied|ac|r = |

| ] /s oy

Step Product  Integrator To Workspace
ain
Sle—
ea o ode
Ready 100% | ode45 4
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 1
1.1) All’ equilibrio deverisultare

0=x +2x,

0=2ax, +ax, +10U
Sostituendo |a prima equazione nella seconda, risulta

3ax, =10u
Tale equazione ammette sempre soluzione (e quindi lo stato di equilibrio esiste) ameno chesiaa =0.
In conclusione, per a = 0 il sistemanon ammette stati di equilibrio in corrispondenzadi U ! 0.
D’atraparte, a =0 eéproprioil valoredi a cherende nullo il determinante della matrice A.

1.2) Dall’analisi precedente si ricavache, per a 1 0, lo stato di equilibrio € dato da
é 20_q
¢ 3 U
10,9
A
e la corrispondente uscita di equilibrio vale
20

go. 20,
' a

X =

D:> (> (D!

. o 2 ; . 1
Pertanto, il guadagno staticoem= - 50 Perché esso siauguale a100, deve essere a = - Th

1.3) Il sistema possiede modi esponenziali solo se gli autovalori sono reali e distinti. Poiché il polinomio
caratteristico vale

d-1 -29
j (1)=det(l1- A)=dete u=1%- (1+a) - &
&2 |-af

gli autovalori sono reali e distinti quando
D=(1+a) +12a >0

Cio s verificaper
a<-7-4/3 oppure a >-7+443

1.4) Poiché il sistema é del secondo ordine, per I’ asintotica stabilitabasta imporre che i tre coefficienti del
polinomio caratteristico | (I ) siano concordi in segno. Percio risulta

j- 1+a)>0
I
f -&>0

Questo sistema di disequazioni € soddisfatto per a <- 1.

1.5) In base al ragionamento precedente, con a =-7 il sistema € asintoticamente stabile. Per una nota
proprietd questo implica che il sistema e anche stabile BIBO (Bounded-Input Bounded-Output), ovvero
I”uscita risultalimitata per ogni ingresso limitato.
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SOLUZIONE DELL’ESERCIZIO 2
2.1) Lafunzionedi trasferimentotrauey é

~HE
S e+ M)

Infatti H(s) € la funzione in linea di andata, mentre la funzione d'anello & data dal prodotto di H(s) con il
parallelo di M(s) e 1.

2.2) Lafunzionedi trasferimento trauew &
H(s)M (s
6. (9= HOM)
1+ H(s)(1+M(9))
Basta osservare che W(s) = M (S)Y(S) e utilizzareil risultato precedente.

2.3) Per lastabilitaoccorre valutare i poli di G,(S) (oppuredi G,(S)), cioéleradici di
1+H(s)1+M(s))=0
Sostituendo i valori di H(s) e M(s) si ottiene
_ 4(s+8) _ 4(st+8)
Gl(s) - )
(s+6)(s+8)+4(s+10) s"+18s+88

Poiché il denominatore é di secondo grado ed ha coefficienti con segno concorde, si conclude che il sistema

complessivo é asintoticamente stabile.

2.4) Indicando con X, e X, le uscite dei blocchi H(s) e M(s), rispettivamente, si ottiene la seguente

rappresentazione di stato (una delle infinite possihili):
%, (t) = - 6,(t) +4{u(t) - %,(t) - x,(1)
X (1) = - 8%,(t) +2x,(t)
y(t) = x(t)

2.5) Il valoredi Yy si puo ottenere calcolando il guadagno statico di G, (S) . Quindi

y=G,(0)=4/11
Ragionando poi sullo schema dopo aver sostituito i blocchi H(s) e M(s) con i loro guadagni statici
m, =2/3 em, =1/4, s ricavafacilmente

w=m,y=1/11

z=0- (W+y)=1- 5/11=6/11
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 3
3.1) Lo stato di equilibrio si ottiene risolvendo il sistema

X=F+G
ed éugualea
é3u
X=é u
el4g
La corrispondente uscitadi equilibrio vale
y=Hx=20

3.2) Lafunzione di trasferimento é data da

52415
==

W(2)=H(2 - F)'G

3.3) Il sistema possiede uno zero in —3 e un polo doppio nell’ origine (vedi Figura qua sotto).
A

(N,
N

w0

3.4) Ci sono vari metodi per calcolare larisposta all’impulso. Ad esempio, indicando con Y, il movimento
forzato dell’ uscitae con Y, () lasuatrasformata Zeta, si trovache
Y, (2) =W(2) =5z ' +15z"*
equindi risulta
Yio=0 , ¥1=5 , VY2515, y¥;3=0, v, =0, .

D’altra parte questo € un sistema FIR, lacui risposta all’impulso si annulla dopo un numero finito di passi.

3.5) In questo caso il movimento dell’ uscita contiene anche la componente libera Yy, , che si puo calcolare
come Y, = HF*x,.
Pertanto si ottiene
Yo=HX,=-3 , y,=HFX,=-10 , vy, =HF?%,=0 , y,=0 , ...
e il movimento complessivo édato da Yy, = Y, + Y, dacui:
Yo=-3 , ¥,=-5, y,=15 , y,=0 , y,=0 , ...
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 4
4.1) Il comando Matlab definisce il sistema atempo continuo

X(t) = x(t) +2u(t)
y(t) = 3x(t) +4u(t)

4.2) Lo schema Simulink descrive un sistema non lineare corrispondente all’ equazione differenziale
y(t) = 2y(t)u(t)
con ingresso U(t) ascalino.



