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ESERCIZIO 1
Si consideri il sistema dinamico atempo continuo descritto dalle seguenti equazioni:

%, (t) = =5, () X, (t) + o, (t) — u(t)
% (t) = —X7 () + 4u(t)

Yy (1) = %, (1) X, (t)

Y. (t) = 10)(2 (t)

1.1) Determinare il valore del parametro o in modo che, coningresso U =1, il sistemastiain equilibrio con
y, positivoe Y, =5.

1.2) In corrispondenza del valore di « prima determinato, calcolare tutti i possibili stati di equilibrio
associati all’ingresso U =1.

1.3) Giudicare la stabilitadegli stati di equilibrio ricavati al punto precedente.

1.4) Dire quali informazioni sarebbero necessarie per poter calcolare univocamente il movimento del vettore
o Yy (t)
di uscita y(t) =

] apartiredall’istanteiniziale t = 0.
¥, (t)
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ESERCIZIO 2
Si consideri il sistema rappresentato dallo schema a blocchi di Figura 1, dove 2 € un sistema dinamico
descritto dalle seguenti equazioni:

X(t) = Ax(t) + Bu(t) _ -8 2 ) _6 i
z(t) = Cx(t) A{ ] ) B—{ } , C=[0 10]

ek e unacostante reale.

k
i f +
Figural

2.1) Calcolarelafunzione di trasferimento del sottosistema 2.

s
+
c
4
M
N
+
<

2.2) Spiegare perché é corretto affermare che a variare del parametro k gli autovalori del sistema s
maodificano.

2.3) Determinare la costante k in modo che la funzione di trasferimento tra w(t) e y(t) abbia due poli reali
coincidenti.

2.4) In corrispondenza di tale valore di k, e supponendo nullo d(t), calcolare la risposta di y(t) a uno scalino
unitario di w(t).

2.5) Sempre con lo stesso valore di k, e supponendo che gli ingressi w e d siano costanti ed entrambi pari a1,
determinare i valori di equilibriodi u, zey.
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ESERCIZIO 3
Si consideri il sistema atempo discreto descritto dalla relazione ingresso/uscita:

Yiur = 0.7y, —u, +0.5u,_, —0.4u,_,

3.1) Calcolare lafunzione di trasferimentotra u, e Yy, .

3.2) Giudicare se il sistema e asintoticamente stabile oppure no.

3.3) Determinare i primi valori (per 1< k < 4) dellarisposta del sistemaall’ingresso u, =10imp, apartire
da condizioni iniziali nulle (cioécon y, =0, k <0).

3.4) Determinare una possibile rappresentazione di stato del sistema (si suggerisce di scegliere X, =Y,

Xy = Uy € X5, = U,_, come variabili di stato).
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ESERCIZIO 4

Si scrivano le equazioni corrispondenti al sistema dinamico descritto dal seguente schema Simulink.

m untitled * _ O] x|

Eile Edit ¥Yiew Simulation Format Tools

[DzEa =2y = | &
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SOLUZIONE DELL’ESERCIZIO 1
1.1) Occorretrovare ¢ in modo che siano verificate |le seguenti relazioni:

0=-5xX, +ox, -1

0=-x'+4
Y1=%X>0
y, =10x, =5

Con semplici passaggi si trova che deve essere o =12.

1.2) Sostituendo il valore o =12 nelle prime due equazioni, si determinano i due seguenti stati di equilibrio:

2 -2
X\ =|1 %o =| 1
2 22

1.3) Lamatrice dinamica del sistemalinearizzato €in generae

-5X, a-5X
f, =
— 2%, 0

Valutatarispettivamentein X, e X; essadiventa

5 5

= 2 -—— 22
fx(iA): 2 ) fx(iB) = 22
-4 0 4 0
ei corrispondenti polinomi caratteristici sono
5 5
=P +>-1+8 , =+—1-88
Da > Ps 22

Nel primo caso entrambe le radici sono negative e pertanto lo stato di equilibrio X, € asintoticamente
stabile. Nel secondo caso invece ¢’ é unaradice positiva e quindi lo stato di equilibrio X e instabile.

1.4) Per determinare il movimento dell’ uscita a partire dall’istante t =0, occorre conoscere lo stato iniziale
X(0) el’andamento dell’ingresso u(t) per t > 0. Si noti che, poichéil sistemanon & lineare, non & possibile
utilizzare per il calcolo laformula di Lagrange, né & possibile affermare che il movimento € la somma di una
componente libera e di unaforzata.
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 2
2.1) Risulta

B 1 s+2 2 ||-6 240
Cl=ce-A"B=10 V50021 4 sis) 0] GroH

2.2) Si noti chelafunzione di trasferimento traw ey vale
F(s) = kG(s) _ 240k
1+kG(s) (s+6)(s+4)+ 240k

Pertanto la costante k influenza le radici del denominatore, e cioéi poli, di F(s). Essi non sono altro che gli

autovaori del sistema complessivo.

2.3) Utilizzando I’ espressione di F(s) primaricavata, si deve scegliere k in modo che il polinomio
@(S) = (s+6)(s+4) + 240k = s* +10s+ 24(1+10K)

abbia due radici coincidenti. Cid avviene quando si annulla il discriminante A dell’ equazione di secondo

grado. Poiché A = 4(1- 240K), il valore cercato & k = Zlo :

: : 1 , , .
2.4) In corrispondenzadi k =——, lafunzione di trasferimento traw ey vale

F(9) =
(s+5)
Per ricavare larisposta allo scalino bisogna allora antitrasformare con lo sviluppo di Heaviside
F(s 1
Y(s)= (8 _ 5
S s(s+5)

Risulta
Y(s) _ 1 a+i+ Y

:s(s+5)2:§ S+5 (s+5)?

con i seguenti valori dei coefficienti dello sviluppo:

1 1 1
o=— s = — , }/:——
25 25 5
Larispostaallo scalino per t >0 vale quindi
1 1 s 1 .=
t)=———€" ——te
ye) 25 25 5

2.5) Dallo schema, all’ equilibrio deverisultare
1
=d+z , z=10u , u=——(w-
y 240( y)

Pertanto con w=d =1 efacilericavare che deveessere y=1, u=z=0.
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 3
3.1) Utilizzando la trasformata Zeta direttamente sulla relazione ingresso-uscita si ricava

Y(z2) -7°+05z-04
U(z2)  Z%(z-0.7)

W(z)=
3.2) Il sistema ha due poli coincidenti in z=0 eunoin z=0.7. Poiché tutti hanno modulo minore di 1 il
sistema e asintoticamente stabile.

3.3) Calcolando iterativamente la relazione ingresso-uscita nel dominio del tempo con u, =10imp, , oppure

effettuando la divisione dei polinomi a numeratore e denominatore di 10W(z) , si ottiene

y,=-10 , y,=-2 , y,=-54 , y,=-3.78

3.4) Una possibile rappresentazione di stato € la seguente:

X1 = O.7x1'k + O.5x2’k - 0.4x3yk - U,

Xo ka1 = Uy
X1 = Ko
Y = Xk
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SOLUZIONE DELL'ESERCIZIO 4

Lo schema Simulink corrisponde al seguente sistema dinamico:

%, (1) = —4x (1) — 2%, (t) + u(t)
%, (1) =%, (1)
y(0) =%, (1)

dove u(t) éuningresso ascalino.



